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1. INTRODUCTION
Dans ce travail, le nombre entier l est fixe une fois pour toutes. Pour un
corps de nombres K, nous conside rons les deux pro-l-extensions suivantes
de K qui sont en liaison avec la K2 -the orie: la l-extension localement
cyclotomique de K note e K lc et la l-extension cyclotomique de K note e K c.
La difficulte de l’e tude du groupe de Galois de K lcK c incite a l’introduction
d’un l-groupe de classes pouvant e^tre construit explicitement par des
me thodes nume riques. De fini par Jaulent (cf. [J3]), ce groupe est appele le
l-groupe des classes logarithmiques de K et est note Cl
t
K (ou plus simple-
ment Cl
t
lorsque aucune confusion n’est a craindre quant au choix du
corps de nombres conside re ). On a ainsi un isomorphisme
Cl
t
&Gal(K lcK c).
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L’inte re^t apporte aux classes logarithmiques concerne le lien entre ce
groupe et le noyau hilbertien (ou sauvage) de K. En effet, lorsque le corps
K contient les racines primitives 2l-ie mes de l’unite et si l’on de signe par +l
le sous-groupe de torsion d’ordre l de K_, il existe un isomorphisme
canonique (cf. [J2]).
+l  Z Cl
t
&H2 H l2
entre le quotient d’exposant l du l-groupe des classes logarithmiques du
corps K et le sous-groupe des e le ments d’ordre au plus l de son noyau
hilbertien dans le groupe universel K2 pour les symboles sur K. Nous
pre sentons ici un algorithme permettant de de terminer la structure du
l-groupe des classes logarithmiques et qui peut e^tre applique (en principe)
a tout corps de nombres contenant les racines 2l-ie mes de l’unite . Il nous
a permis d’obtenir de nouveaux exemples de corps quartiques dont l-rang
de la l-partie du noyau hilbertien est non triviale pour l=2 et l=3. Par
exemple, nos calculs montrent que le 3-groupe des classes logarithmiques
de Q(- &3, - 1901) a trois composantes cycliques si bien que le 3-rang du
noyau hilbertien de ce corps est 3 (cf. Section 6).
Les techniques algorithmiques que nous avons utilise es pour construire
le groupe des classes logarithmiques s’inspirent des me thodes dites sous-
exponentielles de Hafner et McCurley [H-M] dont une description
de taille e est donne e par Diaz y Diaz et Olivier [D-O]. Pour conna@^tre un
groupe abe lien fini, et en particulier un groupe de classes, il suffit de de ter-
miner un syste me de ge ne rateurs de ce groupe et de donner une matrice de
relations liant ces ge ne rateurs de sorte que toute autre relation puisse
s’exprimer comme combinaison line aire a coefficients entiers rationnels
(pouvant e ventuellement e^tre des approximations d’entiers l-adiques) des
colonnes de la matrice. Il est souvent utile d’appliquer a une telle matrice
une re duction a sa forme normale d’Hermite (HNF) (ce qui ne modifie en
rien les ge ne rateurs choisis) et de poursuivre par une re duction de Smith
(SNF). Ce proce de standard permet de de terminer explicitement une
matrice diagonale dont les termes diagonaux sont [d1 , d2 , ..., dn] avec
di | di&1 , dn>1 et un syste me de ge ne rateurs [ g1 , g2 , ..., gn] de sorte que
le groupe conside re puisse s’e crire, dans ces conditions, sous la forme
(Zd1Z) g1  } } }  (ZdnZ) gn .
D’autre part, on fait un large usage de la solution du logarithme discret
dans le cadre qui suit (cf. [C]): lorsque g est un e le ment d’un groupe
abe lien fini, connu dans le sens pre ce demment pre cise , il est possible de
de terminer le vecteur d’exposants [a1 , a2 , ..., an] tel qu’on ait
g= ga11 g
a2
2 } } } g
an
n .
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Comme le calcul du groupe des classes logarithmiques est base sur la con-
naissance du groupe des classes Cl au sens ordinaire, on doit tenir compte
du fait que les me thodes sous-exponentielles donnent un re sultat de pendant
de la validite de l’hypothe se de Riemann ge ne ralise e pour la fonction Zeta
de Dedekind du corps K. En fait, il est possible (et les algorithmes existent,
par exemple, dans PARI [P]) de ‘‘certifier’’ la validite des re sultats obtenus
en appliquant le logarithme discret a tous les ide aux dont la norme est plus
petite que la borne de Zimmert (cf. [D-O]), mais ceci n’a pas e te fait en
ce qui concerne les re sultats nume riques donne s dans la Section 6.
Tous les algorithmes de crits dans ce travail ont e te programme s en
utilisant le syste me PARI.
Pre cisons enfin quelques notations. Pour un corps de nombres K, si a
appartient au tensorise l-adique du groupe des ide aux entiers de K, nous
notons [a] sa classe dans Cl
t
(lorsque a est de degre nul) et [a] sa classe
dans le tensorise l-adique du groupe des classes d’ide aux (ou e ventuellement,
lorsque aucune confusion n’est a craindre, sa classe dans le Z l -tensorise du
groupe des l-classes). D’autre part, nous avons garde la notation additive
pour les diviseurs repre sentant les classes logarithmiques et la notation
multiplicative pour la structure du groupe des ide aux fractionnaires non
nuls de K. L’utilisation, dans ce dernier cas, de la notation matricielle est
faite comme dans [C] et ne pre sente aucune ambigu@ te .
2. RAPPELS ET DEFINITIONS (CF. [J3])
Soit K un corps de nombres fixe . On note P l’ensemble des places finies
de K et D le Z l -module libre p # P Z lp qu’on identifie canoniquement au
tensorise Zl  Z D&p # P pZl du groupe D=p # P pZ des diviseurs au
sens ordinaire de K. Le module D est appele le l-groupe des diviseurs
logarithmiques de K.
A chaque place p # P au-dessus de p on associe un premier invariant note
e~ p et appele l’indice de ramification logarithmique de p. Il est de fini comme
l’entier dont:
(i) les q-parties co@ ncident avec celles des indices de ramification
usuels ep pour chaque premier q{ p,
(ii) la p-partie est donne e par l’indice (hp(K_p ) : Zp) ou hp est
l’application
hp( } )= &
Log | } | p
p } [Kp : Qp]
si p{2,
hp( } )= &
Log | } | p
4 } [Kp : Qp]
si p=2,
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de finie comme l’oppose du quotient du logarithme d’Iwasawa de la valeur
absolue p-adique principale par le produit du degre fini [Kp : Qp] et du
degre p-adique du nombre premier p.
On introduit ensuite un second invariant note f p et appele le degre
re siduel logarithmique. Il est de fini comme l’entier pour lequel on a la
relation e~ p f p =ep fp ou ep , fp sont, respectivement, l’indice de ramification
et le degre re siduel usuels de l’ide al p dans l’extension KQ.
On de finit ensuite sur P l’application degre , a valeurs dans Zl , par la
formule
degK p= f p deg p
ou deg p est le degre l-adique du nombre premier p # p dont la valeur est
(i) deg p=log p si ( p{l ),
(ii) deg l=l si (l{2),
(iii) deg 2=4,
log p de signant le logarithmique l-adique de p. On e tend l’application degK
a D tout entier par Zl -line arite et l’on obtient la suite exacte de Zl -modules
0  D  D  degK D  0
ou D est le sous-module de D des diviseurs logarithmiques de degre nul.
J.-F. Jaulent (cf. [J3]) a associe a chaque place p # P une valuation v~ p ,
dite valuation logarithmique, de finie sur K=Zl  Z K _ et qu’il a relie e au
symbole hilbertien attache a p. Cette valuation est donne e par
v~ p ( } )=&
fp
f p
vp ( } ) si p |% l
v~ p ( } )=&
Log | } |p
degK p
si p | l,
ou vp de signe la p-valuation usuelle et Log | |p le logarithme d’Iwasawa de
la valeur absolue l-adique principale.
Lorsque la place p ne contient pas l, les valuations logarithmique et
usuelle sont lie es par la formule vp =*p v~ p ou *p =e~ p ep = fp  f p est inver-
sible dans Zl . A l’aide de cette valuation, on obtient un homomorphisme
canonique de Zl -modules, note d , qui associe a chaque x # K le diviseur
logarithmique
d (x)= :
p # P
v~ p (x) p
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dont l’image, P =d (K), est le l-groupe des diviseurs logarithmiques
principaux de K.
D’apre s la formule du produit P est un sous-module de D et le quotient
Cl
t
=D P est appele le l-groupe des classes logarithmiques de K. La con-
jecture de Gross, de montre e dans le cas abe lien et dans certains cas de
corps totalement re els (cf. [J4]), affirme que Cl
t
est un groupe abe lien fini
(cf. [J1]).
De sormais K est suppose galoisienne; cette hypothe se entra@^ne en
particulier l’e galite des degre s de deux places conjugue es.
3. CARACTERISATION DU l-GROUPE DES CLASSES
LOGARITHMIQUES
Soit Cl le tensorise l-adique du groupe de classes de K au sens ordinaire.
On note Cl $ le quotient de Cl par le sous-groupe engendre par les classes
repre sente es par les ide aux de K au-dessus de l. (Autrement dit, Cl $ de signe
le l-groupe des l-classes).
Lemme 1. L’application .: Cl
t
 Cl $ qui associe a chaque classe d ’un
diviseur logarithmique de degre nul p # P mpp la classe repre sente e par
l ’ide al >p |% l p*pmp, est un homomorphisme de groupes. De plus, Ker .=
Cl
t
(l ) ou Cl
t
(l ) est le l-groupe des classes logarithmiques des diviseurs
construits sur les places de K au-dessus de l.
De monstration. Soit a~ =p # P mp p un diviseur logarithmique principal:
il est donc de la forme a~ =d (:) pour un : # K. Un repre sentant de l’image
par . de la classe de a~ s’e crit alors, en termes d’ide aux, sous la forme:
a=>p |% l p*pv~ p(:)=>p |% l pvp(:)=(:ZK)_> gi=1 l
&vli (:)i ou li parcourt les g
places de K au-dessus de l. Ceci montre que le morphisme . est bien de fini
sur Cl
t
. La dernie re affirmation du lemme est alors imme diate.
Lemme 2. On a Coker .&degK D(degK l) Zl , ou l est l ’une quelconque
des places sauvages (i.e. au-dessus de l ) de K.
De monstration. D’apre s sa de finition, l’image de . est le sous-groupe
des classes de Cl $ repre sente es par un ide al de la forme >p |% l p*p mp tel qu’il
existe une famille (mli) d’entiers l-adiques indexe s sur les places au-dessus
de l satisfaisant la relation: p # P mpdegK p=0 ou encore p |% l mp degK p
=&( gi=1 mli) degK l. Ceci montre que l’on a p |% l mp degK p # Zl degK l.
A pre sent, introduisons l’homomorphisme ’ de Cl $ dans le l-groupe
degK D(degK l) Zl , qui a toute classe repre sente e par l’ide al >p |% l pmp, dont
l’ordre est une puissance de l, associe la classe du degre du diviseur
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p |% l (mp *p ) p modulo le degre de l. Pour justifier son existence supposons
que l’ide al >p |% l pmp puisse s’e crire sous la forme >p |% l pmp=(:ZK) }
> gi=1 l
ni
i . Un calcul e le mentaire montre que l’on a
:
p |% l
mp
*p
p=d (:)+ :
g
i=1
n$i li avec (n$i # Zl)
et que le degre du diviseur p |% l (mp *p ) p est un multiple du degre de l.
L’application degK e tant un homomorphisme, nous savons de sormais que
’ est bien de fini et est un homomorphisme de l-groupes dont le noyau est
exactement l’image de .. Enfin, la suite exacte du paragraphe 2 caracte risant
D nous assure de la surjectivite de ’. Le lemme est ainsi de montre .
D’apre s les deux lemmes pre ce dents, on a la suite exacte
0  Cl
t
(l )  Cl
t
 Cl $  degK D(degK l) Z l  0
qui peut e^tre e courte e en la suite exacte: 0  Cl
t
(l )  Cl
t
 H  0 ou H est
le noyau de l’homomorphisme [Cl $ w’ degK D(degK l) Zl] introduit
ci-dessus.
On a de montre le re sultat suivant:
The ore me 3. Un syste me de ge ne rateurs de l-groupe des classes
logarithmiques de K est obtenu en joignant les ge ne rateurs du sous-groupe
Cl
t
(l ) a un rele vement dans Cl
t
d ’un syste me de ge ne rateurs de H.
Nous de crivons dans 5.1 un pre ce de de de termination des ge ne rateurs de
Cl
t
(l ) et une matrice de relations liant ces derniers entre eux. De manie re
analogue, nous exposons dans le Lemme 5 de 5.3 le calcul d’un syste me de
ge ne rateurs de H et la me thode d’obtention de la matrice de relations
de ces ge ne rateurs. Finalement, on de crit dans 5.4 la manie re de calculer la
structure Cl
t
et de de terminer des ge ne rateurs de ce groupe.
4. CALCULS EXPLICITES
4.1. Calcul de la norme locale
Soient : # Zk , :{0 et p une place fixe e de K au-dessus du nombre
premier p. On suppose que l’ide al p est connu par une repre sentation a
deux e le ments: p= pZK+;ZK , avec vp (;)=1. Pour calculer la norme
locale NKp Qp(:) on proce de de la manie re suivante: le groupe de Galois
G=[_1=Id, ..., _n] de l’extension KQ peut e^tre calcule explicitement par
la donne e des conjugue s x1=x, ..., xn=_n(x) d’un e le ment primitif x de
l’extension KQ. Le groupe de de composition D de p est de fini par
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D=[_ # Gvp (_(;)&;)1] et, quitte a modifier l’e le ment primitif, on
peut supposer que x =_ # D _(x) est un e le ment primitif de l’extension
KDQ ou KD est le sous-corps de K fixe par D.
Dans KD, l’ide al pZKD se de compose comme produit de s ide aux
premiers de degre re siduel 1 et un seul parmi eux, note p , est au-dessus de
p. Le polyno^me caracte ristique de x # K est la puissance d’un polyno^me
irre ductible de degre s. A partir de ce polyno^me, il est possible de de ter-
miner une base d’entiers de KD par des me thodes algorithmiques bien
connues. On sait exprimer x , en tant qu’e le ment de K, dans la base
d’entiers de ZK . En faisant de me^me pour chacun des e le ments de la base
d’entiers de KD, on obtient une matrice dont les colonnes sont, par
construction, les coordonne es des entiers de la base de ZKD dans la base
d’entiers de K. La de termination du noyau entier de la matrice obtenue par
concate nation de la matrice dernie rement construite avec le vecteur
colonne des coordonne es de : =>_ # D _(:) dans la base d’entiers de K
donne l’expression de NKKD(:) dans la base d’entiers de KD. Finalement,
on peut factoriser le polyno^me irre ductible de x # KD dans le corps Qp . On
obtient ainsi s racines dans Zp dont une seule est associe e a l’ide al p. On
utilise cette racine pour identifier K Dp avec Qp , plonger NKKD(:) dans Qp
et de terminer la valeur de la norme locale cherche e.
4.2. Calcul de l ’indice de ramification logarithmique
Par construction, la p-partie de l’indice e~ p est p&m, ou m est la plus
petite p-valuation des images par hp des ge ne rateurs du p-comple te profini
K_p =lim  K
_
p K
_pn
p du groupe multiplicatif K
_
p . Si ‘ est une racine
primitive de l’unite d’ordre Np&1 dans K _p (p # P) lorsque p est impair ou
bien ‘=\1 quand Np=2 et si l’on de signe par ? une uniformisante locale
en p, un syste me ge ne rateur de K _p est donne par la famille ’ij?
k=
(1+‘i? j) ?k ou l’exposant j prend toutes les valeurs de 1 jusqu’a la partie
entie re de pep ( p&1)+1 (a l’exception des multiples de p), l’exposant i
varie de 0 a Np&2 et k parcourt Z. Cependant, la plus petite p-valuation
de l’image hp(’ ij?k) est atteinte pour k=0. En effet, comme la valeur
absolue p-adique |?|p attache e a p est une puissance de p ( p # p), nous
avons les e galite s successives
vp(hp(’ij ?k))=vp(hp(’ ij)+hp(?k))=vp(hp(’ij))
qui montrent que le calcul de la p-valuation minimale est inde pendante
de k.
Finalement, nous retiendrons que la p-partie de l’indice de ramification
logarithmique de p dans l’extension KQ est e gale a p&mini, j (vp(hp(’ij))).
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Du point de vue algorithmique, nous avons a de terminer une racine
primitive (Np&1)-ie me de l’unite . Commenc ons par conside rer le plonge-
ment de KD dans Qp (cf. 4.1) permettant l’identification de K Dp avec Qp
puis la matrice d’Hermite de l’ide al p. Il y a exactement f coefficients multi-
ples de p dans la diagonale principale. Chacun d’eux de termine un e le ment
wij (1 j f ) de la base d’entiers de K de sorte qu’une combinaison
line aire de la forme b= fj=i aj wi ou les entiers aj ve rifient 0aj<p,
appartient a p si et seulement si aj=0 pour j=1, ..., f. On peut donc
repre senter chaque e le ment du corps re siduel k de Kp par une telle com-
binaison line aire et, en particulier, e crire chaque e le ment de Kp sous la
forme b0+b1 ?+b2?2+ } } } . De sormais b0 {0 est fixe . Il existe alors une
seule racine ‘ de l’unite satisfaisant la congruence ‘#b0 (mod ?). Si on
pose v1=vp (bNp&10 &1), un calcul imme diat donne la minoration
vp ((b0+b1 ?v1)Np&1&1)v1
ou b1 est un e le ment du corps re siduel repre sente comme ci-dessus. D’apre s
le lemme de Hensel, il existe une seule valeur de b1 pour laquelle on a
vp ((b0+b1 ?v1)Np&1&1)=v2>v1 .
En ite rant ce proce de , on obtient une approximation aussi pre cise que
l’on veut de la racine de l’unite attache e a la valeur b0 . Lorsque b0 parcourt
tous les e le ments non nuls du corps re siduel (ou \1 lorsque Np=2), on
obtient toutes les racines de l’unite de Kp et l’on peut de terminer l’exposant
de p dans e~ p .
Le calcul de la valuation logarithmique (qui fait intervenir les deux
sections de ce paragraphe) est de sormais possible.
5. STRUCTURE DU l-GROUPE DES CLASSES
LOGARITHMIQUES
5.1. Structure du l-groupe Cl
t
(l )
Lemme 4. Si g=1, le groupe Cl
t
(l ) est trivial. Sinon, les classes
logarithmiques des diviseurs li&l1 pour i=2, ..., g forment un syste me de
ge ne rateurs de Cl
t
(l ).
De monstration. Dans le cas ou il n’y a qu’une seule place au-dessus du
nombre premier l dans l’extension KQ, le re sultat est e vident.
Dans le cas contraire, conside rons un diviseur logarithmique construit
sur les g places sauvages li et dont le degre sur K est nul. Comme K est
galoisien sur Q, la somme des coefficients de ce diviseur doit e^tre nulle et
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les g&1 classes logarithmiques des diviseurs li&l1 forment bien un syste me
de ge ne rateurs.
Pour de terminer la structure de Cl
t
(l ) et un syste me de ge ne rateurs de
ses sous-groupes cycliques, on peut proce der de la manie re suivante: les
combinaisons line aires a coefficients entiers l-adiques entre les classes
logarithmiques [li&l1] (2ig) s’e crivant:  gi=2 mi[li&l1]=0, mi # Zl .
En termes de diviseurs logarithmiques, cela signifie qu’il existe un : # K tel
que  gi=2 mi (li&l1)=d (:) ou l’e le ment : appartient ne cessairement au
tensorise par Zl du groupe des l-unite s de K (i.e. des unite s globales en
dehors des places sauvages). Ainsi, les relations entre les ge ne rateurs
[li&l1] (2ig) sont toutes des combinaisons line aires a coefficients
dans Zl des r+ g relations (ou r est le degre de KQ lorsque cette extension
est re elle et la moitie de ce degre dans le cas contraire):
:
g
i=2
v~ li (: j)[li&l1]=0, j=1, ..., r+ g,
(:j) de crivant un syste me (fini) de repre sentants de ge ne rateurs du groupe
des l-unite s.
A cause de son caracte re e le mentaire, nous ne donnons pas la description
du calcul de la structure du l-groupe Cl $.
5.2. Structure du conoyau de .
Dans ce sous-paragraphe et le suivant, on associe canoniquement a
chaque ide al a=>p # P pmp le diviseur logarithmique: a*=p |% l (mp *p ) p
+ gj=1 mlj lj et l’on note [ai] (1ih$) les classes ge ne ratrices des h$
composantes cycliques de Cl $.
Le morphisme ’ e tant surjectif, le Z l -module principal degK D est engen-
dre par le degre d’un diviseur ai* dont la l-valuation est minimale. Notons
a*i0 un tel diviseur. Le conoyau Coker .&degK D(degK l) Zl est donc un
l-groupe cyclique engendre par la classe du degre de a*i0 d’ordre
lvl (deg K l)&vl (deg K a*i0).
5.3. Structure du noyau de ’
Si ln est l’ordre du conoyau de l’homomorphisme .: Cl
t
 Cl $, il est
possible de construire la famille de diviseurs logarithmiques
bi0 =l
n ai0
bi =ai si 1ih$, i{i0 et degK a i* # (degK l) Zl
bi =ai&
degK ai*
degK a*i0
a i0 sinon,
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puisque le nombre degK ai* degK a*i0 est, d’apre s le choix du diviseur a*i0 , un
entier l-adique.
L’introduction de cette famille est motive e par le lemme suivant:
Lemme 5. Les classes dans Cl $ des diviseurs bi (1ih$) engendrent le
noyau H de l ’homomorphisme ’.
De monstration. Conside rons un ide al a dont la classe dans Cl $ appar-
tient au noyau H. Par construction de classes [ai], il existe une famille
d’entiers (mi) (1ih$) telle que: [a]=>h$i=1 [ai]
mi dans Cl $; ce qui en
termes de diviseurs logarithmiques, s’e crit, modulo les places sauvages du
corps, sous la forme: a#h$i=1 miai ou encore a*#
h$
i=1 m ia i*. Notons I
l’ensemble des indices i{i0 tels que la classe de ai* appartiennent a H et
J celui des indices i{i0 n’appartenant pas a I puis +i (i # I ) l’entier l-adique
degK ai* degK a*i0 . Modulo les degre s des places sauvages, nous avons les
congruences:
degK a*# :
h$
i=1
mi degK a i*
# :
i # I
m i degK bi*+ :
i # J
mi degK b i*
+\mi0+ :i # J mi+i+ degK a*i0 .
La premie re somme du second membre est congrue a 0 par de finition de
I, la deuxie me somme est nulle d’apre s la de finition des bi (i # J), et l’on
obtient finalement:
degK a*#\m i0+ :i # J mi +i + degK a*i0 .
Comme degK a*i0 est un ge ne rateur du Zl -module degK D, l’entier l-adique
mi0+i # J mi+i est un multiple de l’ordre l
n du conoyau de . et il existe
un entier l-adique u tel que: mi0+i # J mi+ i=l
nu. Le diviseur a satisfait
donc les congruences:
a# :
h$
i=1
i{i0
mia i+\l nu& :i # J mi +i+ a i0 # :
h$
i=1
i{i0
mi bi+ubi0 :
ce qui ache ve la de monstration.
Pour de terminer la structure du groupe H et un syste me de ge ne rateurs
[b$i] de manie re a ce que: H=(Zb1 Z)[b$1] } } }  (Zbk Z)[b$k], on utilise
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la me thode de crite dans [C-D-O] pour le calcul du noyau dans une suite
exacte.
5.4. Structure de Cl
t
Pour chacun des diviseurs b$i (1ik), on conside re la famille d’entiers
l-adiques (m(i)p )p # P telle que bi$=p # P m
(i)
p p et l’on construit le rele vement
dans Cl
t
,
bi"= :
p # P
m (i)p
*p
p++ i l1 ou +i=& :
p # P
m(i)p
*p
}
degK p
degK l1
# Zl
de sorte que bi" soit effectivement de degre nul sur K.
Par de finition des ordres bi des diffe rentes composantes cycliques de H,
il existe une famille d’entiers (vi)1ik premiers a l, des e le ments (: i)1ik
de K et une suite (nij)1ik d’entiers l-adiques tels que:
vibi b$i= :
p # P
vp(: i) p+ :
g
j=1
n ij lj , 1ik.
Pour de terminer les e le ments :i pour 1ik, on forme la matrice A dont
les colonnes correspondent a la de composition des ide aux premiers au-
dessus de l dans le groupe des classes au sens ordinaire. On concate ne cette
matrice avec le vecteur colonne Yi donnant la de composition de l’ide al
vi bi b$i puis avec la matrice B, sous forme normale de Smith, qui donne la
structure du groupe des classes. On appelle U la matrice unimodulaire qui
permet de re duire (A | Yi | B) a sa forme normale d’Hermite. Soit U1=(uij)
la sous-matrice de U forme e des g+1 premie res lignes et colonnes. Comme
chaque ide al vi bi b$i est principal dans Cl $, la (g+1)-ie me ligne de la
matrice U1 contient, a une colonne k-ie me, une composante ug+1k qui est
inversible modulo le nombre de classes, de sorte que l’ide al (vi bib$i) }
(> gj=1 l
ujk
j )
b, ou b est un rele vement de l’inverse de ug+1k modulo le nombre
de classes, soit principal dans le groupe des classes. Un ge ne rateur de cet
ide al principal donne l’e le ment :i cherche .
A pre sent, notons ($q)1qt les ge ne rateurs des t composantes cycliques
du l-groupe Cl
t
(l ): Cl
t
(l )=(Zr1Z) $1  } } }  (ZrtZ) $t . La matrice de
relations entre les ge ne rateurs v1b"1 , ..., vkb"k , $1 , ..., $t de Cl
t
est (cf. [C-D-O])
une matrice de la forme: F=( B&P
0
R) ou B est la matrice de crite ci-dessus,
R la matrice de Smith de Cl
t
et P la matrice exprimant les classes
logarithmiques des diviseurs vi bibi" (1ik) en fonction des classes
ge ne ratrices $q (1qt) du l-groupe Cl
t
(l ). Pour de terminer la matrice P,
nous cherchons dans une premie re e tape, a exprimer chacune des classes
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[vi bibi"] en fonction des classes ge ne ratrices [lj&l1] (1 jg). Comme
pour tout i (1ik) et tout j (1 jg) on a
vi bim (i)p =vp (:i), \p |% l
vibi m (i)lj =vlj (:i)+nij ,
les diviseurs vi bibi" (1ik) s’e crivent:
vibi bi" = :
p |% l
vibi m (i)p
*p
p++i vibi l1= :
p |% l
v~ p (:i) p++ivibi l1
vibi bi"= :
p # P
v~ p (:i) p+(+iv ib i&v~ l1(:i)) l1& :
g
j=2
v~ lj (:i) lj .
Comme vi bibi" est un diviseur de degre nul, on a ne cessairement
:
g
j=1
v~ lj (: i)=+i vib i
et on obtient finalement: vi bibi"=d (:i)& gj=2 v~ lj (:i)(lj&l1). Modulo les
diviseurs logarithmiquement principaux, l’expression des diviseurs vi bibi"
en fonction des diviseurs lj&l1 est: [vib ibi"]=& gj=2 v~ lj (: i)[lj&l1]. La
matrice P est donc le produit RQ ou Q est la matrice dont les coefficients
sont qji=v~ lj (:i), (2 jg, 1ir+ g) et R la matrice a t colonnes et
g&1 lignes exprimant chacune des classes logarithmiques [lj&l1] en fonc-
tion des ge ne rateurs $q de Cl
t
(l ). Cette dernie re est l’inverse de la matrice,
de ja utilise e, pour de duire les ge ne rateurs $q a partir des ge ne rateurs
[lj&l1].
Les re ductions successives d’Hermite et de Smith de la matrice F
donnent la structure comple te du l-groupe des classes logarithmiques.
6. EXEMPLES NUMERIQUES
Le groupe des classes logarithmiques a e te nume riquement e tudie seule-
ment dans des cas tre s particuliers: quand l=2, on a un crite re de cyclicite
du groupe des classes logarithmiques dans le cadre des extensions de type
CM (cf. [S2]), de trivialite dans le cadre des corps quadratiques (cf. [S1])
et l’on conna@^t la structure du groupe des classes logarithmiques de corps
biquadratiques contenant les racines quatrie mes de l’unite et dont la 2-partie
du noyau hilbertien est triviale (cf. [ T]). Pour l=3, un calcul explicite du
groupe des classes logarithmiques de certains corps quadratiques est donne
dans [Z].
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Nous avons mis en pratique les algorithmes de crits dans cet travail et
nous avons construit le groupe des classes logarithmiques pour tous les
corps biquadratiques K=Q(i, - d) dans le cas l=2 et tous les corps
biquadratiques K=Q(- &3, - d) dans le cas l=3 lorsque d est le dis-
criminant d’un corps quadratique re el et 4<d2000. Comme ces corps
contiennent, respectivement, les racines quartiques et sextiques de l’unite ,
on sait que le l-rang du groupe des classes logarithmiques de ces corps et
le l-rang de la l-partie du noyau hilbertien sont e gaux. Nous pouvons ainsi
allonger la liste des corps de nombres dont on sait calculer le l-rang du
noyau hilbertien (cf. par exemple, [BG], [BS] et [CK]):
Proposition 6. Le corps biquadratique contenant les racines cubiques de
l ’unite de plus petit discriminant pour lequel le 3-groupe des classes
logarithmiques est non trivial est le corps K=Q(- &3, - 29) de discrimi-
nant 7569. Ce corps est engendre par une racine du polyno^me
P(X )=X4&2X3&55X2+56X+871.
De monstration. Il est facile de ve rifier que l’on a Cl&Z3Z et que ce
groupe est engendre par la classe repre sente e par l’ide al premier au-dessus
de 2: p2=2ZK+:ZK avec := 12 (%
2+3%+1), ou P(%)=0.
Il n’y a qu’une place sauvage p3=3ZK+(%2&%&1) ZK=1119(2%3&
3%2&52%&152) ZK pour laquelle on a ep3= fp3=2. Ceci montre que le
3-groupe Cl(3) est trivial et on a Cl $&Cl. La partie sans torsion du
3-groupe des unite s est engendre e par le ge ne rateur de p3 et par l’unite
==1238(9%3+46%2&234%&1279).
D’autre part, les valuations en 3 des degre s des diviseurs p3 et p*p22 sont
e gales et le conoyau de . est trivial. On en de duit que l’on a H=Cl $ (cf.
Section 3); ceci conduit a l’isomorphisme cherche Cl
t
&Cl $&Z3Z puisque
le fait d’avoir une seule place sauvage prouve que Cl
t
(l ) est aussi trivial (cf.
Lemme 4).
Finalement, le ge ne rateur de Cl
t
est la classe repre sente e par le diviseur
(2+3+32+33+34+35+36+O(37)) p2+(1+2 } 3+2 } 32+2 } 33+34+
2 } 35+2 } 36+O(37)) p3 dont il est facile de ve rifier que son degre est 0.
Par la suite, nous donnons un exemple de corps K pour chacun des
groupes de classes logarithmiques que nous avons obtenu. Nous rappelons
que le corps K est de la forme K=Q(i, - d) lorsque l=2 et de la forme
K=Q(- &3, - d) lorsque l=3. Pour chaque corps cite , nous indiquons la
valeur de d, le nombre de classes logarithmiques note h et la structure de
ce groupe sous la forme [a1 , ..., as].
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Cas l=2
d h Cl
t
d h Cl
t
d h Cl
t
17 2 [2] 85 4 [2, 2] 161 32 [8, 4]
41 4 [4] 113 8 [4, 2] 185 8 [8]
221 16 [8, 2] 1020 64 [32, 2] 1221 64 [8, 8]
357 8 [2, 2, 2] 1085 32 [16, 2] 1241 32 [8, 2, 2]
445 16 [4, 4] 1105 16 [4, 2, 2] 1365 32 [4, 2, 2, 2]
521 16 [16] 1173 16 [2, 2, 2, 2] 1769 32 [32]
561 32 [4, 4, 2] 1217 128 [16, 8] 1820 1024 [512, 2]
Cas l=3
d h Cl
t
d h Cl
t
d h Cl
t
141 9 [9] 321 27 [9, 3] 1373 81 [27, 3]
253 9 [3, 3] 969 27 [27] 1901 81 [9, 3, 3]
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